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Einsatzmöglichkeiten des Unterrichtsprojekts "Aquarium" 

Einsatzmöglichkeiten des Unterrichtsprojekts "Aquarium" bieten sich z.B.

· im Biologie-Unterricht der Klasse 8 zum Themenbereich "Ökologie und Ökosysteme" 

· im IKG-Unterricht zum Themenbereich "Modellbildung und Simulation" in den Klassen 8/9 mit Leitfach Biologie 

· im Informatik-Unterricht im Differenzierungsbereich der Klassen 9/10 zum Themenbereich "Modellbildung und Simulation 

· in einem Kombinations-Kurs "Naturwissenschaften/Informatik" oder "Biologie/Informatik" im Differenzierungsbereich der Klassen 9/10 

· im Biologie-Unterricht der Sek II zum Themenbereich "Ökologie und Ökosysteme" 

Entsprechend den Kenntnissen der/des jeweils Lehrenden wird dabei eine mehr oder weniger umfangreiche Zusammenarbeit der Fachbereiche Biologie, Informatik und Mathematik erforderlich sein. 

Beim Einsatz des Unterrichtsprojekts "Aquarium" in der Sek.I wird man als Lehrende(r) allerdings stärker als in späteren Jahrgangsstufen helfend und lenkend eingreifen müssen. Insbesondere im mathematischen Bereich muss, um Schülerinnen und Schüler der Sek.I nicht zu überfordern, genau darauf geachtet werden, dass die jeweils benutzte Ausdrucks- und Schreibweise so einfach wie irgend möglich ist und dennoch das jeweils Wesentliche vermittelt wird. 

Betrachtet man aber andererseits die derzeitige Umsetzung der IKG- und der IF-Richtlinien in den Schulen, so war die Situation zumindest im Bereich "Modellbildung und Simulation" lange Zeit recht unbefriedigend, was neben der Komplexität dieses Themenbereiches und dem oft unzureichenden Ausbildungsstand vieler Lehrerinnen und Lehrer sicher auch daran lag, dass hierzu eine wirklich auch für Schülerinnen und Schüler einfach zu handhabende Software nur selten vorhanden war. 

Zumindest letzteres dürfte sich in den letzten Jahren mit dem in NRW für Schulen, Lehrerinnen und Lehrer sowie Schülerinnen und Schüler kostenlos erhältlichen Programm DYNASYS geändert haben. 

Um damit jedoch adäquat arbeiten zu können, bedarf es einer Weiterqualifikation von Lehrerinnen und Lehrern etwa durch Handreichungen, die konkrete Einsatzmöglichkeiten aufzeigen und dadurch zur Entwicklung eigener Ideen anregen. Diese Situation hat uns motiviert, das im folgenden dargestellte Unterrichtsprojekt "Aquarium" zu entwickeln. 

Einige Anmerkungen zum Einsatz des Projekts im Biologieunterricht: 

Das Nachdenken über Wechselwirkungen innerhalb eines Organismus und über Wechselwirkungen zwischen der Umwelt und dem Organismus sind typische Betrachtungsweisen innerhalb des Biologieunterrichts. Biologische Systeme sind aber alle ungleich komplexer als chemische und physikalische und entziehen sich deswegen oft einer quantitativen Betrachtung ihrer vielfältigen Bezüge. Wenn in den folgenden Seiten dennoch biologische Systeme modelliert werden, dann dort, wo der quantitative Zugriff Erkenntnisse und Einsichten zulässt, die die spezifische Dynamik biologischer Systeme betonen. 

Jede Population zeigt in einem unbegrenztem Lebensraum ein ungebremstes oder exponentielles Wachstum. Idealtypisch verdoppelt sich in konstanten Zeiträumen die Populationsgröße. Da es aber immer Begrenzungen gibt, ist das exponentielle oder nahezu exponentielle Wachstum nur eine zeitweilige Erscheinung. Tatsächlich nähern sich Populationen in ihren Lebensgrenzen einer Obergröße ihrer Individuenzahl. Das einfachste dazu verwendete rein deskriptive Modell ist das des logistischen Wachstums. 

Wesentlich bei der Auseinandersetzung mit Charakteristika und Folgen exponentiellen Wachstums sind möglichst anschauliche Materialien, eventuell auch aus dem Nahbereich der Schülerinnen und Schüler. Beobachtete Algenblüten in Stadtteichen bieten sich dabei ebenso an wie die Rasanz, mit der unter bestimmten Umständen Nahrungsmittel verderben können. Salmonelleninfektionen bilden dafür beredte Beispiele. 

Zur Erarbeitung des exponentiellen Wachstums eignet sich vor allem die Arbeit mit Mikroorganismen, weil ihre kurzen Generationszeiten die Dynamik exponentiellen Wachstums besonders deutlich macht. Sollten Sicherheitsbestimmungen gegen Experimente mit Bakterien sprechen, kann man auch auf Bäckerhefe zurückgreifen. Eine experimentelle Arbeit mit Grünalgen ist ebenfalls sinnvoll, aber mit einem höheren Aufwand verbunden. Grünalgen bzw. Futteralgen, meist einzellige Algen vom Chlorella-Typ, kann man in den Lösungen züchten, die für erdelose Pflanzenkultur (Hydrokultur) verwendet werden. Man verdünnt sie 5- 10-mal stärker als für die Hydrokultur gebräuchlich. (Heinz Strebele, Dieter Krauter: Das Leben im Wassertropfen, Stuttgart 1985 (7), S. 15). 

Die kontinuierliche Aufnahme einer Wachstumskurve ist mit einem erheblichen Aufwand an Zeit und Material verbunden. Vielfach wird es reichen, bei parallel angesetzten reifen Kulturen jeweils den Titer bestimmen zu lassen. Man wird dann feststellen, dass ein bestimmter Organismus -ceteris paribus- eine Obergrenze an Dichte hat. Das hier häufig gewählte Modell des logistischen Wachstums ist ein rein deskriptives Modell. Es repräsentiert für Mikroorganismen die Wachstumsdynamik recht gut. Die Ursachen für die Dichtebegrenzung können unterschiedlich sein. Bei Hefe ist die Konzentration des Alkohols als wachstumshemmender Faktor nachgewiesen. 

Das Modellaquarium stellt einen Stoffkreislauf dar, in dem höhere Pflanzen und Algen um Nährsalze konkurrieren. Der Stoffwechsel der Fische bringt zusätzlich Nährsalze in das Wasser. Die ökologische Potenz gegenüber Nährsalzen ist bei höheren Pflanzen und Algen unterschiedlich. Typischerweise kommen viele Aquarienpflanzen aus nährsalzarmen Gewässern und tolerieren hohe Nährsalzkonzentrationen nicht. Dagegen sind die Algen, die häufig Probleme in Aquarien bereiten, an hohe Nährsalzkonzentrationen angepasst und tolerieren niedrige nicht. 

Das Modellaqarium begreift sich primär als ein didaktisch orientiertes Modell zur Verdeutlichung der Dynamik einer Ressourcenkonkurenz zweier Organismen. Es soll dabei helfen, Schülerinnen und Schülern die wesentliche Eigenschaft solcher Systeme zu veranschaulichen: ihr relativ unkalkulierbares Verhalten im zeitlichen Verlauf. Dabei ist dieses Modell verglichen mit natürlichen Systemen denkbar einfach: Es handelt sich um die Untersuchung nur eines Faktors. Darüberhinaus ist das System streng deterministisch.

Will man nicht – wie es im Verlauf dieses Unterrichtsprojektes geplant ist – das Modellaquarium schrittweise entwickeln, so ist auch ein unterrichtlicher Einsatz des "vorgegebenen" fertigen Modells denkbar, wenn den Schülerinnen und Schülern sowohl das Minimumgesetz als auch die Bedeutung von Toleranzkurven vertraut sind. Dann können Schülerinnen und Schüler

· zunächst ohne Fischbesatz mit den voreingestellten Parametern einen Simulationslauf starten und die Ergebnisse beschreiben und deuten. Zur Deutung können sie u.a. auch sich die dafür maßgeblichen Tabellenfunktionen ansehen bzw. diese selbst ändern. 

· in einer weiteren Arbeit mit dem Modell die Auswirkungen von eingesetzten Fischen zunächst qualitativ und dann quantitativ abschätzen und danach Simulationsläufe starten und die Ergebnisse deuten und mit ihren Prognosen vergleichen. 

· sich mit dem Realitätsgehalt des Modells auseinandersetzen und darüberhinaus nach ähnlich gelagerten Beispielen von Ressourcenkonkurrenz suchen. 

Häufig gestellte Fragen zu dem Modellaquarium

Die Mehrzahl der Fragen zu dem Modellaquarium beziehen sich auf die gewählten Parametrisierungen. Die Auseinandersetzung mit den Parametrisierungen ist bei allen Modellierungen dynamischer Systeme sinnvoll und notwendig. Aber vorab: Das Modell ist parameterstabil. Das bedeutet, dass sich die prinzipiell möglichen Systemzustände nicht ändern, wenn man immer von einer unterschiedlichen Toleranz von höheren Pflanzen und Algen gegenüber Nährsalzen ausgeht. Was sich ändert, sind jeweils die quantitativen Ausprägungen. 


· Wie erklären sich die gewählten Wachstumsparameter in den Zustandsgleichungen?

Im Modell wachsen Algen fast um den Faktor 10 schneller als die höheren Pflanzen. Wenn es auch aufgrund der Artenvarianz außerordentlich schwierig ist, etwas über den Vergleich der Wachstumsgeschwindigkeiten auszusagen, kann man generell feststellen, dass Algen schneller wachsen können als höhere Pflanzen. Um eine plausible Anschauung für dieses Modell zu bekommen, sollte man sich die Simulationszeiten in Tagen denken. Dann verdoppelt sich bei den gewählten Parametern die Nettoalgensubstanz in einem knappen Tag, die Substanz der höheren Pflanzen ca. alle acht Tage. Vorausgesetzt sind hier also recht schnellwüchsige Pflanzen.
Ferner ist in dem Modell vorgegeben, dass höhere Pflanzen und Algen absterben. Während dieses Phänomen bei höheren Pflanzen sinnfällig ist, gelten Algen als unsterblich. Das gilt aber nur prinzipiell: Bei einer Dichtebestimmung durch Plattieren der Algen kommt man regelmäßig auf etwas niedrigere Werte im Vergleich zum Auszählen. Diese Differenz bildet auch den Richtwert für die hier gewählten Absterberaten.


Welche empirische Basis haben die Tabellenfunktionen?

Die Tabellenfunktionen beschreiben einen Wachstumsfaktor in Abhängigkeit vom Nährsalzangebot im Aquarium. Allein der Begriff Nährsalz stellt eine erhebliche Vereinfachung dar. Tatsächlich gemeint sind Phosphate und Stickstoffverbindungen wie z.B. Nitrat. 
"Zu viel Phosphat fördert das Algenwachstum, zu hohe Nitratwerte schädigen nachweislich eine ganze Reihe von höheren Aquarienpflanzen. Durch Fischfutter wird beides gleichermaßen dem Aquarium zugeführt." 
Diese Aussagen sind die Quintessenz einer Vielzahl von Tips in aquaristischer Literatur. Den Autoren des Modells liegen aber keine Messkurven vor, die diese halbquantiativen Aussagen genauer fassen. Deshalb sind die Tabellenfunktionen zwar plausible, aber letztlich doch willkürliche Umsetzungen der halbquantiativen Angaben, wie sie in den entsprechenden Zeitschriften oder Fachbüchern zu finden sind. Diese willkürlichen Umsetzungen von halbquantitativen Angaben mindern dennoch nicht die Legitimität der hier vorgestellten Simulation. Vielmehr ist im Sinne von "Was wäre ...wenn" dieses eine häufige Vorgehensweise, um herauszufinden, welchen Einfluss überhaupt denkbare Parameterkonstellationen haben können. Selbstverständlich kann man die halbquantiativen Aussagen auch quantitativ anders umsetzen und die Folgen simulieren.



· Eine weitere, nur unter Plausibilitäten gesetzte Modellannahme ist die des logistischen Wachstums von Algen und höheren Pflanzen zusätzlich zum ressourcenorientierten, so dass die Effekte des logistischen und des ressourcenorientierten Wachstums sich multiplizieren. Damit wird vermieden, dass bei bestimmten Konstellationen Pflanzensubstanz und/oder Algensubstanz beliebig groß werden. Tatsächlich kann man sich vorstellen, dass bei besonders dichten Algen- oder Pflanzenbeständen die Annahme, alle anderen Wachstumsfaktoren seien optimal, unrealistisch ist. Dieser Annhame trägt das logistische Wachstum Rechnung. Empirische Befunde, wie sich die suboptimale Kombination von Faktoren in Aquarien auswirkt, sind dem Autor nicht bekannt.

· Kann man sich eine konkrete Anschauung von den Zahlenwerten zu der 
Nährsalz-, Algen- und Pflanzensubstanz machen?

Die Zahlenwerte, die die Nährsalz-, Algen- und Pflanzensubstanz beschreiben, haben alle die identische Dimension, wir wollen sie hier - auch das ist eine Entscheidung - als Algeneinheiten der Gattung Chlorella auffassen. 
Wenn man davon ausgeht, dass sich die Zahlenangaben zur Maximaldichte (Max_Pflanzen, Max_Algen) im Modellaquarium auf einen Wasserkörper von 10 cm3 beziehen, dann bedeutet das an maximaler Pflanzenmasse in einem Liter etwa ein 0,1 mm dickes Blatt mit der Breite von 1 cm und der Länge von 100 cm. Leicht kann man sich ein entsprechendes Vallisnerienblatt vorstellen.

Vorstellung des benutzten graphischen Modellbildungswerkzeugs Dynasys 

Zusammenfassung der SODIS - Bewertung: 

Dynasys ist ein Programm des Typs der graphischen Modellbildungswerkzeuge, bei denen auf einer graphischen Oberfläche symbolische Objekte verknüpft werden und Modelle dynamischer Systeme abbilden. Die zugehörigen Zustandsgleichungen erzeugt das Programm im Hintergrund, während man zeichnet. Damit ermöglicht man den Nutzerinnen und Nutzern eine Modellierung und Simulation dynamischer Systeme auch dann, wenn sie nicht über die mathematischen Kenntnisse zur Aufstellung von Differentialgleichungen und über spezifische Programmiersprachen verfügen, in die man Differentialgleichungen übersetzen kann.

Das Programm kann von allen Fächern genutzt werden, die sich mit dynamischen Systemen auseinandersetzen, insbesondere sind das Mathematik, Informatik, Physik, Biologie, Chemie, Sozial- und Wirtschaftswissenschaften und Geographie. Einfache Modelle sind auch für Schülerinnen und Schüler der Sekundarstufe I nachvollziehbar bzw. können von ihnen bearbeitet werden. Es ist explizit für den schulischen Gebrauch geschaffen.

Die Intuitivität der Nutzung, dazu trägt die Wahl der Symbolik (Flussdiagramme), die Beschränkung auf Grundfunktionen und die gelungene Gestaltung der Oberfläche wesentlich bei, erlaubt es, Dynasys in unterschiedlichen Arbeitsformen und Arbeitsphasen eines schülerorientierten Unterrichts einzusetzen. Damit setzt es der unterrichtlichen Planung und Gestaltung keine Grenzen. Das Programm wird sich in der Einzel-, Partner- und Gruppenarbeit ebenso bewähren wie zu Demonstrationszwecken. Zwar lassen sich graphische und tabellarische Darstellungen von Simulationsläufen nicht speichern, aber Simulationsläufe mit hinreichend komfortabler Geschwindigkeit reproduzieren. Vergleiche verschiedener Simulationsläufe oder die Analyse eines Simulationslaufes mit Hilfe einer Graphik und Tabelle ist möglich, weil sich die entsprechenden Fenster jeweils auf dem Bildschirm nebeneinander plazieren lassen.

Dynasys setzt Windows ab der Version 3.1 im erweiterten Betriebsmodus und damit mindestens einen 386er voraus. Das Programm benötigt 1 MB freien Speicherplatz auf der Festplatte sowie mindestens 4 MB Hauptspeicher und wird auf einer Diskette geliefert.

Zum Aufbau und zur Erstellung von DYNASYS-Modellen

DYNASYS-Modelle bestehen nur aus folgenden vier Arten von Objekten:

[image: image1.png]


    Zustandsgrößen
Zustandsgrößen sind diejenigen Modell-Größen, die den Zustand des betrachteten Systems definieren und die sich im Laufe der Zeit durch Zuflüsse oder Abflüsse (s.u.) ändern.
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    Zuflüsse und Abflüsse mit Ventilen (Änderungsraten)
Eine Zustandsgröße in einem dynamischen System kann man sich als eine mengenartige Größe vorstellen. Damit sich diese Größe verändert, muss etwas in die Zustandsgröße hineinfließen oder wieder herausfließen. Der Fluss selbst wird durch ein Ventil geregelt. Solche Ventile werden bei dynamischen Systemen auch als Flussgrößen (Zuflüsse bzw. Abflüsse) oder Änderungsraten bezeichnet, sie geben an, um wieviel sich die Zustandsgröße pro gewählter Zeiteinheit verändert. 

Der Fluss kann entweder aus einer anderen Zustandsgröße oder aus einer beliebigen Quelle stammen und zu einer zweiten Zustandsgröße oder einer Senke fließen. Im Flussdiagramm werden Senken und Quellen als Wolke dargestellt.
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    Zwischengrößen, exogene Größen, Parameter
Unter Zwischengrößen verstehen wir Größen, die sich zwar im Laufe der Zeit verändern, die aber ständig aus dem Systemzustand, also aus den Zustandsgrößen, berechenbar sind.

Exogene Größen sind Veränderliche, die ein System beeinflussen, auf die das System selbst aber keinen Einfluss nehmen kann. Dazu gehören insbesondere auch Tabellenfunktionen. 

Parameter sind Größen, die über die Beobachtungszeit konstant bleiben. 

Zwischengrößen und exogene Größen werden in Dynasys durch schwarze, Parameter durch rote Kreissymbole dargestellt.
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    Wirkungspfeile
Wirkungen oder Informationen werden in Flussdiagrammen durch dünne Pfeile dargestellt. Dabei bedeutet ein Pfeil von Objekt A auf  B ”A wirkt auf B”. 

Aus diesen vier Arten von Objekten sind DYNASYS-Modelle denkbar einfach zu erstellen:

· Im ersten Schritt wird mit Hilfe des “Modelleditors” das qualitative Modell erstellt. Es setzt sich zusammen aus: 

1. benannten Zustandsgrößen,

2. Zuflüssen und Abflüssen mit benannten Ventilen (Änderungsraten),

3. benannten Zwischengrößen, exogenen Größen, Parametern,

4. Wirkungspfeilen.

· Im zweiten Schritt wird - wieder mit Hilfe des “Modelleditors” - das bisher nur qualitative Modell durch Zuweisung von Werten und Formeln zum quantitativen Modell erweitert:

5. Startwerte für Zustandsgrößen,

6. Formeln für Ventile und Zwischengrößen; diese Formeln enthalten alle durch Wirkungspfeile mit den jeweiligen Ventilen bzw. Zwischengrößen verknüpften Objekte;

7. Tabellenfunktionen bzw. Konstanten für exogene Größen und Parameter.

Im Hintergrund, d.h. für den Benutzer unsichtbar, werden dadurch die für die Berechnung von Simulationen notwendigen Modellgleichungen erzeugt.

Darstellung des Unterrichtsprojekts „Aquarium“

Phase 1:   Einführung in das Unterrichtsprojekt “Aquarium”

Wer ein Aquarium hat, kennt das leidige Problem der “Veralgung”, die darauf hindeutet, dass in dem Aquarium kein ökologisches Gleichgewicht herrscht.

Solche Algen sind, zumindest in größerer Menge, in der Regel unerwünscht, da sie nicht nur die Optik, sondern auch die höheren Pflanzen durch Bewuchs in ihrer Entwicklung stören.

Wodurch entsteht “Veralgung”, und was kann man dagegen tun?

Diese Frage gibt Anlass zu einer genaueren Untersuchung des (weitgehend abgeschlossenen) Ökosystems “Aquarium”.

Aufgabe 1:

Welche Systemgrößen und welche Wechselwirkungen zwischen ihnen charakterisieren das (weitgehend abgeschlossene) Ökosystem eines Aquariums? Stelle die Ergebnisse Deiner Überlegungen in Form eines “Wirkungsgefüges” graphisch dar!

Aufgabe 2:

Versuche, das in der Aufgabe 1 erstellte qualitative Modell soweit wie möglich zu vereinfachen. Auf welche Systemgrößen und auf welche Wechselwirkungen zwischen ihnen könnte man Deiner Meinung nach vielleicht verzichten, wenn es darum geht, Ursachen der unerwünschten Veralgung und Möglichkeiten ihrer Verhinderung zu untersuchen?

Intendierte Lösungen zu den Aufgaben 1 und 2:

Um die Modellierung nicht zu komplex werden zu lassen, hat man zunächst zu entscheiden, welche Zustandsgrößen bei der Schaffung des Modellaquariums mindestens berücksichtigt werden müssen, um zu halbwegs brauchbaren Aussagen über Fragen des ökologischen Gleichgewichts zu kommen, und welche in der Realität zweifellos vorhandenen Systemgrößen in diesem Zusammenhang am ehesten vernachlässigt werden dürfen.

Wie die weiteren Ausführungen zeigen werden, führt bereits die Beschränkung auf nur vier Systemgrößen, nämlich “Wasserpflanzen” und “Algen” (Biomasse) sowie “Nährsalze” und “Fische”, zu einer Modell-Komplexität, die am Rande des Schülerinnen und Schülern einer 8.Klasse noch zumutbaren liegt. Selbst für die Sekundarstufe II raten wir aufgrund unserer unterrichtlichen Erfahrungen von einer höhere Komplexität ab. 

Ein solches Modell soll nun schrittweise aufgebaut werden.

Phase 2:   Ein erstes Teilmodell für Wasserpflanzen

Aufgabe 3:

Stelle Dir - völlig unrealistisch - einen unbegrenzt großen mit Wasser gefüllten Behälter als “Baukasten” für das Aquarium vor. In dem Wasser sollen für die nun einzusetzenden Wasserpflanzen immer optimale Bedingungen herrschen, so dass das Pflanzenwachstum immer konstant 10% der bereits vorhandenen Pflanzenmenge betragen soll. Erstelle mit Hilfe des Programms DYNASYS ein entsprechendes quantitatives Modell! Benutze dazu bei Bedarf die “Kurzinformation zum Aufbau und zur Erstellung von DYNASYS-Modellen” (siehe S.10)!  Speichere das Modell unter dem Namen “ pflanz1.dyn”!

Intendierte Lösung zu Aufgabe 3:

Aus den Vorgaben der Aufgabe 3 ergibt sich das folgende Wachstumsmodell:


[image: image5.png]Wasserpflanzen

Wachstumsrate_Pflanzen




Zustandsgleichungen 

     Wasserpflanzen.neu <-- Wasserpflanzen.alt + dt*(Pflanzenwachstum)

       Startwert Wasserpflanzen = 1000

Zustandsänderungen 

      Pflanzenwachstum = Wasserpflanzen*Wachstumsrate_Pflanzen

Konstanten 

      Wachstumsrate_Pflanzen = 0,1

Erster Mathematischer Exkurs :

Exponentielles Wachstum

In dem Modell zur Aufgabe 3 gilt:

Zwar ist die Änderungsrate  c  für die Zustandsgröße  Z  (=Wasserpflanzenmenge) konstant, jedoch ist die (absolute)  Änderung von Z  in gleichen Zeitabschnitten keineswegs konstant. Vielmehr hängt diese von der jeweils vorhandenen Pflanzenmenge in der Weise ab, dass die Größe der Änderung proportional zur Menge der jeweils zu Beginn eines Zeitabschnitts bereits vorhandenen Pflanzenmenge ist. Anders ausgedrückt bedeutet dies:

Je mehr Pflanzen bereits vorhanden sind, 
umso größer ist die durch Wachstum hinzukommende Pflanzenmenge. 

Entsprechend heißt es in der Modellgleichung für die Zustandsänderung:

Pflanzenwachstum = Wachstumsrate_Pflanzen * Wasserpflanzen

Man nennt dies auch ein (ungebremstes) rückgekoppeltes Wachstum.

Bei einem solchen Wachstum gilt allgemein in einem Zeitabschnitt die Gleichung

(*)



Änderung_von_Z = Änderungsrate_c * Z

Mathematisch ausgedrückt
 ist dies die Differentialgleichung

Z’(t) = c * Z(t). 

Diese Differentialgleichung wird gelöst durch die Exponentialfunktion
Z(t) = Zo * e c*t ,

wobei  Zo  den Startwert (Anfangswert) der Zustandsgröße Z bezeichnet.

Daher heißt dieser Wachstumstyp “Exponentielles WACHSTUM”
DYNASYS und ebenso alle anderen Modellbildungs- und Simulations-Programme lösen bei der Modellbildung entstehende Differentialgleichungen wie die Gleichung (*) allerdings nicht algebraisch-analytisch, sondern durchweg numerisch (vgl. den folgenden “Zweiten Mathematischen Exkurs”), denn für die meisten Differentialgleichungen gibt es keine “geschlossenen” Lösungen.

Phase 3:   Eine erste Simulation des Wasserpflanzenwachstums

Aufgabe 4:

Lasse Dir vom Programm DYNASYS ein “Zeitdiagramm” für die zukünftige Entwicklung der Wasserpflanzen zeigen!

Dazu musst Du zunächst unter der Option “Numerik” das gewünschte Rechenverfahren sachgerecht einstellen. DYNASYS stellt zwei Rechenverfahren zur Verfügung: das (einfache) Euler-Cauchy-Verfahren für diskrete und das Runge-Kutta-Verfahren (4. Ordnung) für kontinuierliche Systeme (vgl.: “Zweiter Mathematischen Exkurs”).

Da Pflanzen nicht sprunghaft (=diskret), sondern stetig wachsen, handelt es sich hier um ein kontinuierliches System, so dass das Rechenverfahren “Runge-Kutta” eingestellt werden muss. Um dabei die Rechenfehler möglichst klein zu halten, sollten die betrachteten Zeitintervalle hinreichend klein sein; empfehlenswert ist hier die Einstellung  dt=0,1 .

Intendierte Lösung zu Aufgabe 4:

Bei diesem Modell würde die Menge der Wasserpflanzen unbegrenzt und zunehmend schneller anwachsen:
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Zweiter Mathematischer Exkurs: 

Mathematische Verfahren zur Ermittlung von Prognosewerten

Von einer Zustandsgröße  Z  seien bekannt:

· ihre bisherige Entwicklung bis zum Zeitpunkt  t , mindestens aber ihr Wert  Z(t)  zu diesem Zeitpunkt  t  ,  d.h. der Punkt  A(t;Z(t)).

· die momentane Änderungsrate (Steigung)  m=m(t)  zu diesem Zeitpunkt  t .

Gesucht ist nun ein Prognosewert  P(t+dt)  für den tatsächlichen Wert  Z(t+dt)  nach einer gewissen Zeitspanne  dt.

Aus den obigen Angaben ( Punkt  A  und Steigung  m ) lässt sich mit Hilfe des Steigungsdreiecks eine lineare Funktion  P  ermitteln, denn es ist (vgl. die folgende Skizze)
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Diese lineare Funktion  P  lässt sich interpretieren als “Lineare Fortsetzung” 
 der 
Funktion  Z vom Zeitpunkt  t  bis zum Zeitpunkt  t+dt.

In all den Fällen, in denen der Graph von  Z  im betrachteten Zeitintervall  dt  nur wenig von einer Geraden abweicht, stellt der nach dem obigen Euler-Cauchy-Verfahren ermittelte Wert  P(t+dt)  einen brauchbaren Prognosewert für den vorherzusagenden Wert  Z(t+dt)  dar, denn in diesen Fällen gilt:

Z(t+dt)  (  P(t+dt).
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Unglücklicherweise braucht dies nicht so zu sein, wie z.B. die folgende Skizze lehrt:
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Man versucht, den dabei auftretenden Verfahrensfehler ggf. durch eine Verkleinerung des Zeitintervalls  dt  zu vermindern. Dies erkauft man jedoch i.a. damit, dass dann bei einer größeren Zahl von Rechenschritten (Iterationsschritten) bis zum Erreichen der vorgewählten “Prognosen-Endzeit” größere Rundungsfehler auftreten können.

Man kann also Fehler prinzipiell nicht vermeiden, und es bleibt obendrein unklar, in welcher Weise Verfahrens- und Rechenfehler den Gesamtfehler vergrößernd oder verkleinernd beeinflussen. Es ist vielmehr durchaus möglich, dass sich die Fehler bis zu ersichtlich unsinnigen Rechenergebnissen verstärken. Dies gilt in besonderem Maße für periodische Abläufe, so dass hier leicht der Eindruck eines chaotischen Verhaltens entstehen kann, obwohl dieses in der Realität gar nicht vorliegt. 

Dennoch bietet das Euler-Cauchy-Verfahren bei diskreten Systemen und hinreichend kurzen Prognosezeiträumen meist eine ausreichende Genauigkeit.

Für kontinuierliche Systeme reicht die erzielbare Genauigkeit allerdings i.d.R. nicht aus. Hier bedient man sich des deutlich aufwendigeren, aber auch genaueren Runge-Kutta-Verfahrens, das mit mehreren Stützstellen im Zeitintervall  dt  arbeitet und deren Einfluss auf den Prognosewert auch noch unterschiedlich gewichtet. 

Dieses Verfahren soll hier nicht näher dargestellt werden, da es das Verständnisvermögen von Schülerinnen und Schülern der Sek.I und insbesondere der 7.-9. Klasse deutlich übersteigt. Da die in diesem Unterrichtsprojekt zu untersuchenden Systeme seine Anwendung dennoch notwendig machen, muss es u.E. (zumindest im Sek.I - Unterricht) wohl oder übel als “black box” benutzt werden.

Genauere Informationen zu den beiden genannten mathematischen Verfahren bieten wir interessierten Leserinnen und Lesern in unserem Arbeitsbereich „Modellierung und Simulation dynamischer Systeme“ auf dem NRW-Bildungsserver learn:line 

(http://www.learn-line.nrw.de/Themen/Modell/medio.htm).

Phase 4:   Eine Korrektur des Wasserpflanzen-Modells

Aufgabe 5:

Warum wäre für ein echtes Aquarium ein unbegrenztes exponentielles Wachstum der Wasserpflanzenmenge unrealistisch?

Gibt es Faktoren, die das Wachstum der Wasserpflanzen auch dann begrenzen würden, wenn bezüglich ihrer Nährstoffversorgung stets optimale Bedingungen herrschen würden?

Wie könnte man eine solche Begrenzung des exponentiellen Wachstums mathematisch realisieren?

Aufgabe 6:

Verbessere - notfalls mit Hilfe Deiner Lehrerin bzw. Deines Lehrers - das Modell in diesem Sinne, speichere es unter dem Namen “pflanz2.dyn”, und lasse Dir dann vom Programm DYNASYS die aufgrund des neuen Modells zu erwartende Entwicklung der Wasserpflanzenmenge zeigen!

Intendierte Lösung zu den Aufgaben 5 und 6:

zu Aufgabe 5:

Ein “echtes” Aquarium hat zweifellos nur eine beschränkte Größe, durch die natürlich auch die Menge der darin befindlichen Wasserpflanzen begrenzt wird, so dass das Wachstum sicher nicht unbegrenzt verlaufen kann, sondern auf irgendeine Weise gebremst wird.

Typisch für die Modellierung solcher gebremster Wachstumsvorgänge ist die Annahme, dass es eine von den jeweils vorhandenen Ressourcen (hier zunächst: der Aquarium-Größe) abhängige bestimmte feste Grenze “Z_extrem” für die Entwicklung der betrachteten Zustandsgröße Z (=Wasserpflanzenmenge) gibt. 

Ist der Abstand zu diesem Grenzwert noch groß, so verläuft das Wachstum noch (annähernd) exponentiell. Je mehr sich aber der Wert der Zustandsgröße  Z  dem Grenzwert “Z_extrem” nähert, desto stärker wirken sich die begrenzenden Faktoren wachstumshemmend aus, bis schließlich, damit der Grenzwert nicht überschritten wird, Nullwachstum erreicht wird.

Wie man einen solchen Bremsvorgang im Modell nachbilden kann, zeigt der folgende 
Dritte Mathematische Exkurs zum „Modell des logistischen Wachstums“.

Dritter Mathematischer Exkurs:

Logistisches Wachstum

Besteht für das Wachstum einer Zustandsgröße  Z  eine feste obere Grenze  “Z_extrem” , so muss das Wachstum derart gebremst werden, dass diese Grenze nicht überschritten werden kann. 

Eine solche Entwicklung kann man mit Hilfe des zusätzlichen Korrekturfaktors 

(1 - 
[image: image11.wmf]Z

Z

extrem

_

)

in der zum exponentiellen Wachstum gehörigen Gleichung 

(*)



Änderung_von_Z = Änderungsrate_c * Z

(vgl. Erster Mathematischer Exkurs) nachbilden.

Dieser Korrekturfaktor ist bei großem Abstand zwischen dem Wert  Z  der Zustandsgröße und dem Grenzwert “Z_extrem” nahezu =1, ändert dann also fast nichts am exponentiellen Wachstum; bei sehr kleinem Abstand dieser Werte jedoch ist er nahezu =0 und lässt damit (fast) keine Änderungen der Zustandsgröße Z mehr zu. 

Aus der zum exponentiellen Wachstum gehörigen Gleichung ergibt sich durch Einführung dieses Korrekturfaktors als neue Gleichung (**) für die Änderung in einem Zeitabschnitt: 

(**) 

        Änderung_von_Z = (1 - 
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Mathematisch ausgedrückt
 ist der Korrekturfaktor eine streng monoton fallende Funktion mit Maximum 1 und Grenzwert 0, und die entstehende Gleichung ist die Differentialgleichung

Z’(t) = (1 - 
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Diese Differentialgleichung wird gelöst
 durch eine Logistische Funktion
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wobei  Zo  den Startwert (Anfangswert) der Zustandsgröße Z bezeichnet.

Daher heißt dieser Wachstumstyp  “LOGISTISCHES WACHSTUM”

zu Aufgabe 6:

Nach der entsprechenden Änderung bzw. Ergänzung erhält das Modell folgende Gestalt:
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Zustandsgleichungen 

     Wasserpflanzen.neu <-- Wasserpflanzen.alt + dt*(Pflanzenwachstum)

       Startwert Wasserpflanzen = 1000

Zustandsänderungen 

      Pflanzenwachstum = Wasserpflanzen * Wachstumsrate_Pflanzen 




* (1-Wasserpflanzen/Max_Planzen)

Konstanten 

      Wachstumsrate_Pflanzen = 0,1

      Max_Planzen = 10000000

Nun ergibt sich für die Entwicklung der Wasserpflanzenmenge in dem Modellaquarium ein viel realistischeres Bild:
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Phase 5:   Auch Wasserpflanzen sterben

Aufgabe 7:

Pflanzen wachsen nicht nur, sondern es sterben ständig auch Pflanzen(teile) ab. 

Erweitere das Modell in diesem Sinne, speichere es unter dem Namen “pflanz3.dyn”, und lasse Dir vom Programm DYNASYS wieder ein Zeitdiagramm zur zukünftigen Entwicklung der Wasserpflanzenmenge zeigen!

Aufgabe 8:

Wasserpflanzen ernähren sich von im Wasser gelösten Nährsalzen. Andererseits werden die in abgestorbenen Pflanzenresten gebundenen Nährsalze wieder frei und stehen erneut zur Ernährung von Wasserpflanzen zur Verfügung.

Erweitere das Wasserpflanzen-Modell in diesem Sinne und speichere es unter dem Namen “pflanz4.dyn”! Interpretiere dabei die Mengenangaben für Wasserpflanzen und Nährsalze als Werte mit der gemeinsamen Einheit “Nährsalzgehalt”.

Aufgabe 9:

Untersuche mit Hilfe geeigneter Simulationen, wie sich die Modell-Erweiterungen auf das Wachstum der Wasserpflanzen auswirken, und versuche, das mit dem Modell aus Aufgabe 8 erzielte unsinnige Simulationsergebnis zu erklären!

Intendierte Lösung zu den Aufgaben 7 - 9:

zu Aufgabe 7:
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Zustandsgleichungen 

     Wasserpflanzen.neu <-- Wasserpflanzen.alt + dt*(Pflanzenwachstum-Pflanzensterben)

       Startwert Wasserpflanzen = 1000

Zustandsänderungen 

      Pflanzenwachstum = Wasserpflanzen * Wachstumsrate_Pflanzen





        * (1-Wasserpflanzen/Max_Planzen)

      Pflanzensterben = Wasserpflanzen*Absterberate_Pflanzen

Konstanten 

      Wachstumsrate_Pflanzen = 0,1

      Max_Planzen = 10000000

      Absterberate_Pflanzen = 0,01

Die Simulation mit diesem erweiterten Modell zeigt gegenüber der vorigen (mit dem Modell aus Aufgabe 6) lediglich eine etwas geringere Pflanzen-Maximalmenge, jedoch keine qualitativen Unterschiede: 
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zu Aufgabe 8:

Eine Lernschwierigkeit besteht darin zu verstehen, dass die Maßeinheit der beiden Zustandsgrößen identisch ist. Hinweise, dass man z.B. bei Angaben zur pflanzlichen Assimilatmenge ebenso wie bei Aussagen zu dem die Pflanze umgebenden Gasraum gleichermaßen auf Kohlendioxid als Einheit zurückgreifen kann, können hilfreich sein. 

Das Modell selbst repräsentiert einen Stoffkreislauf. Wasserpflanzen nehmen Nährsalze auf, beim Absterben werden wieder über hier nicht dargestellte Prozesse Nährsalze frei. Dabei ist hypothetisch davon ausgegangen worden, dass -gemessen an der optimalen Zuwachsrate- jeweils 1% der Wasserpflanzen absterben. 
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Zustandsgleichungen 

     Wasserpflanzen.neu <-- Wasserpflanzen.alt + dt*(Pflanzenwachstum-Pflanzensterben)

       Startwert Wasserpflanzen = 1000

     Nährsalze.neu <-- Nährsalze.alt + dt*(Pflanzensterben-Pflanzenwachstum)

       Startwert Nährsalze = 300000

Zustandsänderungen 

      Pflanzenwachstum = Wasserpflanzen * Wachstumsrate_Pflanzen






* (1-Wasserpflanzen/Max_Planzen)

      Pflanzensterben = Wasserpflanzen*Absterberate_Pflanzen

Konstanten 

      Wachstumsrate_Pflanzen = 0,1

      Max_Planzen = 10000000

      Absterberate_Pflanzen = 0,01

zu Aufgabe 9:

Simulation mit dem Modell aus Aufgabe 8:
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Natürlich muss in den bisherigen Modellen ein gravierender Modellfehler enthalten sein, denn der Nährsalzgehalt kann / darf natürlich nicht negativ werden. Vielmehr müsste ein abnehmender Nährsalzgehalt zu einem verringerten Pflanzenwachstum führen. 
In dem bisher betrachteten Modell haben wir jedoch das Pflanzenwachstum gar nicht in diesem Sinne vom jeweiligen Nährsalzgehalt abhängig gemacht. 

Das in der folgenden Phase 6 entwickelte Modell (Aufgabe 10) soll diesen Modellfehler korrigieren.

Phase 6:  Das Wasserpflanzen-Wachstum hängt von den Nährsalz-Ressourcen ab 

In dem bisher betrachteten Modell wachsen - fälschlicherweise - die Wasserpflanzen unabhängig von den jeweils vorhandenen Nährsalz-Ressourcen. 

Diesen Fehler gilt es nun zu korrigieren: 

Dazu muss das Modell erweitert werden zu einem "Modell des Ressourcengesteuerten Wachstums" (vgl. Vierter Mathematischer Exkurs). 

Organismen benötigen zum Wachstum Ressourcen, die jeweils ihre Dichte regeln, weil langfristig die natürlichen Bedingungen die der Knappheit und nicht die des Überflusses sind. 

Ein wesentlicher Unterschied besteht zwischen heterotrophen und autotrophen Organismen. 

Letztere nehmen die notwendigen Substanzen getrennt voneinander auf. Der Minimumfaktor bestimmt dabei den Wachstumsprozess. 

Heterotrophe Organismen nehmen Nahrung paketweise auf. Der Nahrungsvorrat insgesamt begrenzt die Populationsdichte. 

Empirisch besser zu untersuchen ist der Einfluss eines Faktors bei autotrophen Organismen: 
Hält man experimentell alle Wachstumsfaktoren bis auf einen optimal und variiert diesen, erhält man die "ökologische Potenz" des Organismus bezogen auf diesen Faktor. 

Aufgabe 10:

Informiere Dich über die ökologische Potenz von Wasserpflanzen gegenüber im Wasser gelösten Nährsalzen und baue diese mittels einer Tabellenfunktion in das Wasserpflanzen-Modell ein. Speichere das neue Modell unter dem Namen “pflanz5.dyn”! Welches Simulationsergebnis erhältst Du jetzt?

Intendierte Lösung zu Aufgabe 10: 

Voraussetzung für die angestrebte Modellerweiterung sind Kenntnisse zum Liebigschen Minimumgesetz und zur Ermittlung von ökologischen Potenz- bzw. Toleranzkurven. Experimentell wird es in der Schule möglich sein, Anfangsbedigungen von Wachstumsprozessen zu variieren und ihren Einfluss auf Endresultate zu untersuchen. 

Dabei ist es im Grunde unerheblich, ob man entsprechende Experimente tatsächlich mit Wasserpflanzen oder aber mit anderen - schneller wachsenden - Organismen durchführt. Wichtig ist hier jedoch die (experimentgestützte) Vermittlung grundsätzlicher Einsichten. 

Wasserpflanzen gehören zu der Gruppe sogenannter "Höherer Pflanzen". Diese sind i.d.R. an oligotrophe (nährstoffarme) Gewässer angepasst, d.h. ihnen genügen bereits sehr niedrige Nährsalzkonzentrationen, während ihnen höhere Nährsalzkonzentrationen nicht zuträglich sind. 

Diese "ökologische Potenz gegenüber Nährsalzen" kann durch eine Tabellenfunktion "Pflanzen_Öko_Potenz" nachgebildet werden, so dass das Modell folgende Gestalt erhält: 
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Zustandsgleichungen 

     Nährsalze.neu <-- Nährsalze.alt + dt*(Pflanzensterben-Pflanzenwachstum)

       Startwert Nährsalze = 300000

     Wasserpflanzen.neu <-- Wasserpflanzen.alt + dt*(Pflanzenwachstum-Pflanzensterben)

       Startwert Wasserpflanzen = 1000

Zustandsänderungen 

      Pflanzenwachstum = Wasserpflanzen * Wachstumsrate_Pflanzen 



* Pflanzen_Öko_Potenz *(1-Wasserpflanzen/Max_Pflanzen)

      Pflanzensterben = Wasserpflanzen*Absterberate_Pflanzen

Konstanten 

      Max_Pflanzen = 10000000

      Wachstumsrate_Pflanzen = 0,1

      Absterberate_Pflanzen = 0,01

Zwischenwerte 

      Pflanzen_Öko_Potenz = Tabelle(Nährsalze)
      ((0.00;0.00)(200000.00;1.00)(400000.00;1.00)(600000.00;0.00)
       (800000.00;0.00)(1000000.00;0.00)(1200000.00;0.00)(1400000.00;0.00)
       (1600000.00;0.00)(1800000.00;0.00)(2000000.00;0.00)) 
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Simulation mit dem Modell aus Aufgabe 10:
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Nach einer gewissen Zeit zeigen die Graphen das Modellverhalten des Fließgleichgewichts. 
Für Schülerinnen und Schüler ist es an dieser Stelle wesentlich zu erfassen, dass ein zentrales Charakteristikum des ressourcenorienterten Wachstums – ceteris paribus – in einer intern angelegten Stabilität der Populationsdichte der modellierten Art besteht. 

Vierter Mathematischer Exkurs:

Modell des Ressourcengesteuerten Wachstums

Allgemein hat man es beim Ressourcengesteuerten Wachstum einer Zustandsgröße Z mit der Situation zu tun, dass das zugrundeliegende Wachstumsmodell (z.B. exponentiell oder logistisch) überlagert wird durch die Abhängigkeit von den jeweils vorhandenen Mengen bestimmter Ressourcen R1, R2, ..., Rn. 

Der Übersichtlichkeit halber beschränken wir uns hier auf eine einzelne Ressource R , die zum Zeitpunkt t in der Menge R(t) vorhanden sei. 

Aus der jeweils zugrundeliegenden Wachstumsgleichung (z.B. exponentiell oder logistisch) ergibt sich dann durch Einführung eines zusätzlichen Ressourcenfaktors R als neue Gleichung für die Änderung der betrachteten Zustandsgröße Z in einem Zeitabschnitt t : 

Änderung_von_Z = Änderungsrate_c * Z * R (exponentiell) 

bzw. Änderung_von_Z = (1 - Z / Z_extrem) * Änderungsrate_c * Z * R (logistisch) 

Daraus ergibt sich die Differentialgleichung 

Z'(t) = c * Z(t) * R(t) (exponentiell) 

bzw. Z'(t) = (1 - Z(t) / Z_extrem) * c * Z(t) * R(t) (logistisch) 

(Sind mehrere Ressourcen zu berücksichtigen, so benötigt man natürlich entsprechend viele Ressourcenfaktoren bzw. Ressourcenfunktionen.) 

Eine algebraisch-analytische Lösung einer solchen Differentialgleichung hängt natürlich - sofern sie denn überhaupt existiert - entscheidend von der jeweiligen Ressourcenfunktion R ab. 

Im allgemeinen und insbesondere im Fall des Modellaquariums, bei dem die Ressourcenfunktion lediglich als Tabellenfunktion vorliegt, kann eine Lösung der obigen Differentialgleichung nur numerisch ermittelt werden (vgl. den Zweiten Mathematischen Exkurs: "Mathematische Verfahren zur Ermittlung von Prognosewerten"). 

Phase 7:  Analog geht's mit den Algen ... 

Die Entwicklung und Untersuchung eines analogen Algenmodells kann sowohl als selbständige Übertragung des Wasserpflanzenmodells durch die Schülerinnen und Schüler erfolgen (diesen - allerdings zeitaufwendigeren - Weg schlagen wir vor) als auch in arbeitsteiliger Gruppenarbeit zeitgleich mit der Entwicklung des Wasserpflanzenmodells. 

Aufgabe 11: 

Entwickle - analog zu dem Wasserpflanzenmodell - ein "Modell des Ressourcengesteuerten Logistischen Wachstums" für Algen und experimentiere damit! 

Intendierte Lösung zu Aufgabe 11: 

Algen verbrauchen - ebenso wie Wasserpflanzen - einerseits beim Wachstum Nährsalze, und andererseits reichern sie die verfügbare Nährsalzmenge beim Absterben wieder an. Dabei ist hypothetisch davon ausgegangen worden, dass -gemessen an der optimalen Zuwachsrate- jeweils 10% der Algen absterben. Diese hypothetische Schätzungen beruhen auf Erfahrungswerten zu der Differenz bei der Titerbestimmung durch Plattieren im Vergleich zum Auszählen: Beim Plattieren werden nur vitale Organismen erfasst.

Algen sind i.d.R. an eutrophe (nährstoffreiche) Gewässer angepasst, d.h. sie tolerieren hohe Nährsalzkonzentrationen, können aber niedrige Nährsalzkonzentrationen nicht verarbeiten. Letzteres kann durch eine Tabellenfunktion "Algen_Öko_Potenz" nachgebildet werden. In Abhängigkeit von der Aquariumgröße gibt es eine maximale Algen-Biomasse "Max_Algen", so dass das Algenwachstum ebenfalls als logistisches Wachstum beschrieben werden kann. 

Das Modell selbst repräsentiert wieder einen Stoffkreislauf : 
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Zustandsgleichungen 

Nährsalze.neu <-- Nährsalze.alt + dt*(Algensterben-Algenwachstum)
Startwert Nährsalze = 300000
Algen.neu <-- Algen.alt + dt*(Algenwachstum-Algensterben)
Startwert Algen = 10 

Zustandsänderungen 

Algenwachstum = Algen * Algen_Öko_Potenz 



* Wachstumsrate_Algen *(1-Algen/Max_Algen)
Algensterben = Algen*Absterberate_Algen 

Konstanten 

Max_Algen = 10000000
Wachstumsrate_Algen = 1
Absterberate_Algen = 0,1 

Zwischenwerte 

Algen_Öko_Potenz = Tabelle(Nährsalze)
((0.00;0.00)(200000.00;0.00)(400000.00;1.00)(600000.00;1.00)
(800000.00;1.00)(1000000.00;1.00)(1200000.00;1.00)(1400000.00;0.95)
(1600000.00;0.50)(1800000.00;0.20)(2000000.00;0.20)) 
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Simulation mit dem Modell aus Aufgabe 11: 
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In dem Modell dieses geschlossenen Stoffkreislaufes ist so lange ein positives Nettowachstum (Zuwachs-Absterben) der Algenpopulation zu verzeichnen, bis die sich reduzierende Nährsalzkonzentration die Bruttowachstumsrate gleich der Absterberate werden lässt. Dann stellt sich ein Fließgleichgewicht ein. (Man beachte die optische Ähnlichkeit der Wachtsumskurve mit der des logistischen Wachstums.) 

Phase 8:   Algen als pflanzliche Konkurrenten von Wasserpflanzen im Modellaquarium:

Die Erörterung des nun zu entwickelnden Modells macht v.a. die Dynamik zwischenartlicher Konkurrenz um Ressourcen zum unterrichtlichen Gegenstand. 

Aufgabe 12:

In dem Modellaquarium soll es als Biomasse neben den Wasserpflanzen auch Algen geben.

Daher müssen nun die beiden Teilmodelle (Wasserpflanzenmodell und Algenmodell) zu einem neuen Modell zusammengefügt werden. 

Dabei können die Mengenangaben für Wasserpflanzen, Algen und Nährsalze als Werte mit der gemeinsamen Einheit "Algeneinheiten der Gattung Chlorella" aufgefasst werden. 

Aus diesen Überlegungen könnte sich das unten (bzw. in der Datei "algpfla.dyn") angegebene Modell ergeben.

a) Experimentiere mit diesem Modell im Hinblick auf die Frage, ob und gegebenenfalls bei welcher Nährsalzmenge Algen und Wasserpflanzen langfristig in dem Modellaquarium koexistieren können, oder ob stets eine Art die andere "niederkonkurriert"! Variiere dazu nur die jeweils vorhandene Nährsalzmenge und lasse die übrigen Parameter unverändert. (Man nennt das eine "ceteris-paribus-Analyse".) Bestimme gegebenenfalls das Niveau des "Fließgleichgewichts"! 

b) Untersuche mit Hilfe weiterer Simulationen die Frage, was sich an dem bisher erzielten Ergebnis ändert, wenn man die Startwerte für Nährsalze, Wasserpflanzen und Algen und/oder die Grenzwerte "Max_Pflanzen" und "Max_Algen" ändert und/oder an den beiden Tabellenfunktionen zu den "ökologischen Potenzen gegenüber Nährsalzen" quantitative (jedoch keine qualitativen) Änderungen vornimmt. 
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Zustandsgleichungen 

     Nährsalze.neu <-- Nährsalze.alt 


        + dt*(Algensterben+Pflanzensterben-Pflanzenwachstum-Algenwachstum)

       Startwert Nährsalze = 300000

     Wasserpflanzen.neu <-- Wasserpflanzen.alt + dt*(Pflanzenwachstum-Pflanzensterben)

       Startwert Wasserpflanzen = 1000

     Algen.neu <-- Algen.alt + dt*(Algenwachstum-Algensterben)

       Startwert Algen = 10

Zustandsänderungen 

      Pflanzenwachstum = Wasserpflanzen * Pflanzen_Öko_Potenz



     * Wachstumsrate_Pflanzen *(1-Wasserpflanzen/Max_Pflanzen)

      Algenwachstum = Algen * Algen_Öko_Potenz



     * Wachstumsrate_Algen *(1-Algen/Max_Algen)   

      Algensterben = Algen*Absterberate_Algen

      Pflanzensterben = Wasserpflanzen*Absterberate_Pflanzen

Konstanten 

      Max_Algen = 10000000

      Max_Pflanzen = 10000000

      Wachstumsrate_Algen = 1

      Wachstumsrate_Pflanzen = 0,1

      Absterberate_Pflanzen = 0,01

      Absterberate_Algen = 0,1

Zwischenwerte 

Algen_Öko_Potenz = Tabelle(Nährsalze)
((0.00;0.00)(200000.00;0.00)(400000.00;1.00)(600000.00;1.00)
(800000.00;1.00)(1000000.00;1.00)(1200000.00;1.00)(1400000.00;0.95)
(1600000.00;0.50)(1800000.00;0.20)(2000000.00;0.20)) 

Pflanzen_Öko_Potenz = Tabelle(Nährsalze)
((0.00;0.00)(200000.00;1.00)(400000.00;1.00)(600000.00;0.00)
(800000.00;0.00)(1000000.00;0.00)(1200000.00;0.00)(1400000.00;0.00)
(1600000.00;0.00)(1800000.00;0.00)(2000000.00;0.00)) 

Intendierte Lösungselemente zu Aufgabe 12:

Noch enthält das virtuelle Aquarium keine Fische, es werden also keine Nährsalze zugeführt. Pflanzen und Algen zehren lediglich vom Vorrat. 
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Zunächst entwickelt sich eine leichte Algenblüte. Der sich so und durch das Pflanzenwachstum reduzierende Nährsalzgehalt hat eine Reduktion der Algenmasse zur Folge. Die höheren Pflanzen, die niedrige Nährsalzkonzentrationen verwerten können, wachsen so lange, bis sich ein Fließgleichgewicht zwischen Pflanzenwuchs und Rückführung der Nährsalze durch das Absterben der Pflanzen eingestellt hat. 

Es bleibt zu untersuchen, ob diese Modell-Entwicklung - qualitativ - unabhängig von der anfänglichen Nährsalzmenge, von den Startwerten für Wasserpflanzen und Algen sowie von den (angenommenen) Kapazitätsgrenzen "Max_Pflanzen" und "Max_Algen" ist. 

Experimentiere selbst ! 

Phase 9:   Und jetzt noch die Fische ...

Aufgabe 13:

Um das Modellaquarium wirklich zu einem virtuellen Aquarium zu machen, müssen jetzt natürlich noch Fische eingesetzt werden. Diese müssen regelmäßig mit einer gewissen Futtermenge (z.B. = 5000 je Fisch) versorgt werden und scheiden dann eine entsprechende Menge Kot (z.B. = Futter_je_Fisch*Fischzahl) aus, der die im Wasser gelöste Nährsalzmenge vergrößert. Erweitere das Modell in diesem Sinne und speichere es unter dem Namen “aquarium.dyn”!

Intendierte Lösung zu Aufgabe 13:

Die Aufgabe könnte zu folgendem Modell führen (vgl. Datei “aquarium.dyn”
):
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Von den Modellgleichungen werden hier nur noch die Änderungen bzw. Ergänzungen gegenüber dem Modell “algpfla.dyn” aus Aufgabe 12 angegeben:

Zustandsgleichungen 

      Nährsalze.neu <-- Nährsalze.alt 

            + dt*(Algensterben+Pflanzensterben+Kot-Pflanzenwachstum-Algenwachstum)

Zustandsänderungen 

      Kot = Futter_je_Fisch*Fischzahl

Konstanten 

      Fischzahl = 20

      Futter_je_Fisch = 5000

Aufgabe 14:

Lade die Datei “aquarium.dyn” und untersuche mit diesem Modell-Aquarium und mit Hilfe entsprechender Simulationen z.B. folgende Fragen:

· Wieviele Wasserpflanzen und wieviele Fische sollte man in das Modell-Aquarium einsetzen?

· Wie wirkt sich eine Erhöhung der Futtermenge aus?

· Kann man durch eine “optimale” Kombination aus Pflanzenzahl, Fischzahl und Futtermenge eine “Veralgung” vermeiden, also in dem Aquarium ein “ökologisches Gleichgewicht” herstellen?

· Was ändert sich an den bisher erzielten Ergebnissen, wenn man die Startwerte für Nährsalze, Wasserpflanzen und Algen und/oder die Grenzwerte “Max_Pflanzen” und “Max_Algen” ändert und/oder an den beiden Tabellenfunktionen zu den “ökologischen Potenzen gegenüber Nährsalzen” quantitative (jedoch keine qualitativen) Änderungen vornimmt

Intendierte Lösungselemente zu Aufgabe 14:

Variiert man (im Sinne einer ceteris-paribus-Analyse) unter Beibehaltung aller übrigen Parameter lediglich die Anzahl der Fische, so findet man bei 20 Fischen: 

[image: image30.wmf]
Bei diesem Simulationslauf enthält das virtuelle Aquarium 20 Fische, es werden also kontinuierlich Nährsalze zugeführt. Pflanzen und Algen zehren vom Vorrat und von der Zufuhr der Nährsalze. Anfangs entwickeln sich die Algen und Pflanzen und verbrauchen Nährsalze. Ihr Gehalt wird allerdings nie so niedrig, dass die höheren Pflanzen die Algen auskonkurrieren. Zum Ende des Simulationslaufes steigt der Nährsalzgehalt so stark an (Zufuhr durch Fische, Absterben zunächst der höheren Pflanzen), dass zunächst die höheren Pflanzen und dann auch die Algen absterben. 
Die höheren Pflanzen werden allerdings vollständig absterben, während die Algen sich auf einem gewissen Niveau halten können. 

Probiere es! 

Ändert man nun die Fischzahl, so erhält man 

... bei 30 Fischen: 
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bei 15 Fischen: 
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und bei 10 Fischen: 
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Und wieviele Fische würdest Du in das Modellaquarium „einsetzen“, um mit Algen möglichst wenig Ärger zu haben? 

Interpretiere die obigen Simulationsergebnisse und experimentiere weiter! 

Du wirst bei Deinen Experimenten vermutlich feststellen, dass man – will man dauerhaft stabile Verhältnisse erreichen – laufend von außen in das System eingreifen muss!

In Betracht kommen hier i.w. folgende Maßnahmen:

· Wasserwechsel bzw. sogar Fisch-Entnahme bei zu hoher Nährsalzkonzentration (Indikator: Veralgung).

· Pflanzenentnahme, Reduktion des Fisch-Futters (wenn dieses ohne Schaden für die Fische möglich ist) oder Fisch-Zusatz bei zu hohem Nährsalzverbrauch durch höhere Pflanzen.

Aufgabe 15:

Es bleibt schließlich die Frage, warum man in einem realen Aquarium auch dann immer noch Algen findet, wenn der Pflanzenwuchs dauerhaft stark ausgeprägt ist.

Hier ist Modellkritik gefragt! 

Intendierte Lösungselemente zu Aufgabe 15:

· Das Wachstum von Pflanzen kann – anders als im Modell – durch Algen direkt gehemmt werden, und zwar dadurch, dass diese unmittelbar als Aufwuchs Pflanzenblätter zerstören und / oder ihnen Licht wegnehmen, so dass reale Aquarien noch empfindlicher sind als das betrachtete Modell-Aquarium. 

· Das Modell geht davon aus, dass an jedem Ort des Aquariums identische Verhältnisse herrschen. Dies ist aber höchst unwahrscheinlich, da im Mikrobereich auch Nährsalzkonzentrationen stark schwanken können (Futterstelle, Fischkot, abgestorbene Pflanzenreste). 

Phase 10:  Reflexion über Fehlerquellen und die mit solchen Computer-Simulationen verbundenen Chancen und Gefahren

Aufgabe 16:

Welche Fehlerquellen bergen Modellbildungsprozesse und (Computer-)Simulationen wie die im Verlauf dieser Unterrichtseinheit durchgeführten?

Welche Chancen und Gefahren sind mit ihnen verbunden?

Intendierte Lösung zur Aufgabe 16:

Bei der Modellbildung und Simulation muss man sich grundsätzlich mit folgenden vier Fehlerquellen auseinandersetzen:

· Vereinfachungsfehler bei der Bildung eines quantitativen Modells.

Sie resultieren aus der Notwendigkeit der Reduktion der komplexen Wirklichkeit auf ein überschaubares System, aus der Abstraktion von den im System vorhandenen Zustandsgrößen und Wirkungszusammenhängen auf idealisierte Modellgrößen und ihre mathematisch oft zu ungenauen, mitunter gar rein spekulativen Formeln zur Beschreibung der zugehörigen Wechselwirkungen.

· Verfahrensfehler bei der Auswahl und Anwendung eines (i.d.R. zwangsweise ungenauen) Rechenverfahrens.

Sie resultieren aus der unangenehmen Situation, dass es für die im Modell auftauchenden Differentialgleichungen in aller Regel keine geschlossenen und exakten Lösungsverfahren gibt, sondern mit Näherungsverfahren gearbeitet werden muss. 

Das in diesem Unterrichtsprojekt benutzte Programm DYNASYS stellt hier zwei Verfahren zur Verfügung: das (einfache) Euler-Cauchy-Verfahren und das Runge-Kutta-Verfahren (4.Ordnung).

Worin diese Verfahrensfehler bestehen, erläutert der Zweite Mathematische Exkurs insbesondere zum Euler-Cauchy-Verfahren in einer Form, wie sie vielleicht auch von Schülerinnen und Schülern der Sek.I (frühestens ab Jahrgangsstufe 8) zumindest in Ansätzen verstanden werden kann.

Falls die das Projekt leitenden Biologie-Lehrerinnen und -Lehrer nicht selbst über entsprechende mathematische Kenntnisse verfügen, ergibt sich bei der Thematisierung solcher Verfahrensfehler an dieser Stelle die Notwendigkeit, im Sinne eines fächerübergreifenden Projekt-Unterrichts auf Hilfestellungen der in der Klasse unterrichtenden Mathematik-Lehrerinnen und -Lehrer zurückzugreifen.

· Rechenfehler, da Computer aufgrund ihrer zwangsweise endlichen Speicherkapazität nur mit endlich vielen Stellen rechnen können, also zum Runden gezwungen sind. Dabei können sich die evtl. auftretenden Rundungsfehler, ohne dass man dies hinreichend kontrollieren könnte, sowohl gegenseitig verstärken als auch gegenseitig vermindern.

· Interpretationsfehler beim Schließen vom errechneten zukünftigen Modellzustand auf den realen zukünftigen Systemzustand, denn hier kann es sich aufgrund des Zusammenwirkens der o.g. Fehler - die sich gegenseitig vermindern, aber auch potenzieren können - in der Regel allenfalls um eine “spekulative Vorhersage” handeln.

Die folgende Graphik zeigt die Situation noch einmal im Überblick:

Fehlerquellen im Zusammenhang mit Modellbildung und Simulation
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Chancen von Modellbildungsprozessen und Simulationen 

bestehen bei

· Beschreibungsmodellen in der Möglichkeit, Abläufe innerhalb eines Systems zu veranschaulichen.

· Erklärungsmodellen in der Möglichkeit, Abläufe innerhalb eines Systems fassbar und begründbar zu machen.

· Entscheidungsmodellen in der Möglichkeit, potentielle zukünftige Systementwicklungen vorherzusagen und so Grundlagen für heute notwendige Entscheidungen zu erhalten.

Bei den Modellen und Simulationen dieses Unterrichtsprojektes bietet sich - je nach Sichtweise - die Thematisierung aller drei Dimensionen an, wobei das Schwergewicht wohl auf den mit Entscheidungsmodellen verbundenen Möglichkeiten liegen wird.

Gefahren von Modellbildungsprozessen

Andererseits besteht aber die Gefahr, Modelle ohne Rücksicht auf die beim Modellbildungsprozess begangenen Fehler (s.o.) mit der Realität gleichzusetzen und Simulationsergebnisse als zukünftige Realität statt als evtl. sehr fehlerhafte Rechenergebnisse anzusehen. 

Eine in diesem Sinne falsche Computer-Gläubigkeit kann sachgerechte Beurteilungen und Entscheidungen eher gefährden, statt sie zu unterstützen: 

Modellbildungsprozesse und Simulationsergebnisse haben keine Beweiskraft, sondern allenfalls eine gewisse Plausibilität, deren Stärke durch möglichst unvoreingenommene und sorgfältige Fehlerabschätzungen geprüft werden muss. Dabei muss auch das Ausmaß der Unsicherheit offengelegt werden. 

Dies muss u.E. den Schülerinnen und Schülern unbedingt bewusst gemacht werden. 

Das Modellaquarium im Internet:

Unser Modellaquarium haben wir, die Autoren, auch im Internet veröffentlicht, 
und zwar in unserem

Arbeitsbereich „Modellierung und Simulation dynamischer Systeme“
beim NRW-Bildungsserver  learn:line 
unter  http://www.learn-line.nrw.de/Themen/Modell/aqua1.htm.

Dort bieten wir auch eine Downloadmöglichkeit sowohl für diese MS-WORD – Version (vom 9.9.1999) als auch für die entsprechende HTML-Version (vom 1.8.1996) einschließlich aller zugehörigen DYNASYS-Modelldateien an unter  
http://www.learn-line.nrw.de/Themen/Modell/download/aquazip/aquadoc.zip ( 352 K )

bzw. unter

http://www.learn-line.nrw.de/Themen/Modell/download/aquazip/aquahtml.zip ( 189 K )

Literatur und Softwarehinweise:

zur Modellbildung und Simulation:

Goldkuhle, P.: Modellbildung und Simulation, Informatik in den Jahrgangsstufen 9 
und 10 am Gymnasium, LSW Soest (Hg): Materialien zur Lehrerfortbildung, Neue Technologien, Soest 1993

Goldkuhle, P., Kohorst, H., Portscheller, P.: 
NRW-Bildungsserver learn:line ;  Arbeitsbereich “Modellierung und Simulation” , 
http://www.learn-line.nrw.de/Themen/Modell/medio.htm;

( dort neben vielen weiteren Modellen auch eine html-Version des “Aquariums“ und Möglichkeiten zum Download, v.a. aber mit ausführlichen Informationen zu den mathematischen Grundlagen der Simulation dynamischer Systeme )

IKARUS:  Materialien zur Modellbildung und Simulation,
http://www.ikarus.uni-dortmund.de/Wissenschaft/Modellbildung/index.htm
Kohorst, H., Portscheller, P.: 
“Wozu Hefe nicht alles gut ist ...; Vom exponentiellen zum logistischen Wachstum” ,
  in: mathematik lehren, voraussichtlich 4.Quartal 1999

Kohorst, H.: Bevölkerungsentwicklung in China - Probleme und Perspektiven ,
Ein IKG-Projekt zur Modellbildung und Simulation integriert in den Erdkundeunterricht einer 8. Klasse eines Gymnasiums, 
http://www.learn-line.nrw.de/Themen/Modell/bevchina/china1.htm;

Portscheller, Philipp: Populationsdynamik, Aspekte der Modellierung und Simulation dynamischer Systeme für den Biologieunterricht, unveröffentlichtes Manuskript, Bielefeld, Mai 1994

zur benutzten Software:

DYNASYS, ein Programm für PC’s mit MSWindows ab 3.1.
(Shareware; zu beziehen beim Programmautor 
 Walter Hupfeld, Blankerheide 2, 59095 Hamm,
 frankierter Rückumschlag mit formatierter Diskette;
 Downloadmöglichkeit von der Homepage des Programmautors:
 http://www.ham.nw.schule.de/beisenkamp/home/whupfeld/)

Lehrerinnen und Lehrer sowie Schülerinnen und Schüler in Nordrhein-Westfalen können dieses Programm und das Handbuch in der Schule und an ihren häuslichen Arbeitsplätzen frei für unterrichtliche Zwecke verwenden. Das Programm selbst darf in keiner Weise verändert werden.

Anhang

Kopiervorlagen

für  Folien

und

Arbeitsblätter

Folie 1a

Zum Aufbau von DYNASYS-Modellen

DYNASYS-Modelle bestehen nur aus folgenden vier Arten von Objekten:
[image: image34.png]


    Zustandsgrößen
Zustandsgrößen sind diejenigen Modell-Größen, die den Zustand des betrachteten Systems definieren, und die sich im Laufe der Zeit durch Zuflüsse oder Abflüsse (s.u.) ändern.

[image: image35.png]


    Zuflüsse und Abflüsse mit Ventilen (Änderungsraten)
Eine Zustandsgröße in einem dynamischen System kann man sich als eine mengenartige Größe vorstellen. Damit sich diese Größe verändert, muss etwas in die Zustandsgröße hineinfließen oder wieder herausfließen. Der Fluss selbst wird durch ein Ventil geregelt. Solche Ventile werden bei dynamischen Systemen auch als Flussgrößen (Zuflüsse bzw. Abflüsse) oder Änderungsraten bezeichnet, sie geben an, um wieviel sich die Zustandsgröße pro gewählter Zeiteinheit verändert. 

Der Fluss kann entweder aus einer anderen Zustandsgröße oder aus einer beliebigen Quelle stammen und zu einer zweiten Zustandsgröße oder einer Senke fließen. Im Flussdiagramm werden Senken und Quellen als Wolke dargestellt.
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    Zwischengrößen, exogene Größen, Parameter
Unter Zwischengrößen verstehen wir Größen, die sich zwar im Laufe der Zeit verändern, die aber ständig aus dem Systemzustand, also aus den Zustandsgrößen, berechenbar sind.

Exogene Größen sind Veränderliche, die ein System beeinflussen, auf die das System selbst aber keinen Einfluss nehmen kann. Dazu gehören insbesondere auch Tabellenfunktionen. 

Parameter sind Größen, die über die Beobachtungszeit konstant bleiben.

Zwischengrößen und exogene Größen werden in DYNASYS durch schwarze, Parameter durch rote Kreissymbole dargestellt.

[image: image37.png]


    Wirkungspfeile
Wirkungen oder Informationen werden in Flussdiagrammen durch dünne Pfeile dargestellt. Dabei bedeutet ein Pfeil von Objekt A auf  B ”A wirkt auf B”. 

Folie 1b

Zum Erstellen von DYNASYS-Modellen

Aus diesen vier Arten von Objekten sind DYNASYS-Modelle denkbar einfach zu erstellen:

· Im ersten Schritt wird mit Hilfe des “Modelleditors” das qualitative Modell erstellt. Es setzt sich zusammen aus: 

1. benannten Zustandsgrößen,

2. Zuflüssen und Abflüssen mit benannten Ventilen (Änderungsraten),

3. benannten Zwischengrößen, exogenen Größen und Parametern,

4. Wirkungspfeilen.

· Im zweiten Schritt wird - wieder mit Hilfe des “Modelleditors” - das bisher nur qualitative Modell durch Zuweisung von Werten und Formeln zum quantitativen Modell erweitert:

1. Startwerte für Zustandsgrößen,

2. Formeln für Ventile und Zwischengrößen; diese Formeln enthalten alle durch Wirkungspfeile mit den jeweiligen Ventilen bzw. Zwischengrößen verknüpften Objekte;

3. Tabellenfunktionen bzw. Konstanten für exogene Größen und Parameter.

Im Hintergrund, d.h. für den Benutzer unsichtbar, werden dadurch die für die Berechnung von Simulationen notwendigen Modellgleichungen erzeugt.

Folie 2

Erster Mathematischer Exkurs:

Exponentielles Wachstum

In dem Modell zur Aufgabe 3 gilt:

Zwar ist die Änderungsrate  c  für die Zustandsgröße  Z  (=Wasser​pflanzenmenge) konstant, jedoch ist die (absolute) Änderung von Z  in gleichen Zeitabschnitten keineswegs konstant. Vielmehr hängt diese von der jeweils vorhandenen Pflanzenmenge in der Weise ab, dass die Größe der Änderung proportional zur Menge der jeweils zu Beginn eines Zeitabschnitts bereits vorhandenen Pflanzenmenge ist. 

Anders ausgedrückt bedeutet dies:

Je mehr Pflanzen bereits vorhanden sind, umso größer 
ist die durch Wachstum hinzukommende Pflanzenmenge. 

Entsprechend heißt es in der Modellgleichung für die Zustandsänderung:

Pflanzenwachstum = Wachstumsrate_Pflanzen*Wasserpflanzen

Man nennt dies auch ein (ungebremstes) rückgekoppeltes Wachstum.

Bei einem solchen Wachstum gilt allgemein in einem Zeitabschnitt die Gleichung

(*)

     Änderung_von_Z = Änderungsrate_c * Z

Die Zustandsgröße  Z  kann man als Funktion der Zeit auffassen. Da die Lösungsfunktion  Z  für eine solche Gleichung (*) eine Exponentialfunktion
 ist (d.h. eine Funktion, bei der die Variable im Exponenten steht), nennt man diesen Wachstumstyp auch “Exponentielles WACHSTUM”

Folie 3a

Zweiter Mathematischer Exkurs: 

Das Euler-Cauchy-Verfahren zur Ermittlung von Prognosewerten

Von einer Zustandsgröße  Z  seien bekannt:

· ihre bisherige Entwicklung bis zum Zeitpunkt  t , mindestens aber ihr Wert  Z(t)  zu diesem Zeitpunkt  t  ,  d.h. der Punkt  A(t;Z(t)).

· die momentane Änderungsrate (Steigung)  m=m(t)  zu diesem Zeitpunkt  t .

Gesucht ist nun ein Prognosewert  P(t+dt)  für den tatsächlichen Wert  Z(t+dt)  nach einer gewissen Zeitspanne  dt.

Aus den obigen Angaben ( Punkt  A  und Steigung  m ) lässt sich mit Hilfe des Steigungsdreiecks eine lineare Funktion  P  ermitteln, denn es ist (vgl. die folgende Skizze)
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Diese lineare Funktion  P  lässt sich interpretieren als “Lineare Fort​setzung” der Funktion  Z  vom Zeitpunkt  t  bis zum Zeitpunkt  t+dt.

Folie 3b

In all den Fällen, in denen der Graph von  Z  im betrachteten Zeitintervall  dt  nur wenig von einer Geraden abweicht, stellt der nach dem obigen Euler-Cauchy-Verfahren ermittelte Wert  P(t+dt)  einen brauchbaren Prognosewert für den vorherzusagenden Wert  Z(t+dt)  dar, denn in diesen Fällen gilt:

Z(t+dt)  (  P(t+dt).
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Unglücklicherweise braucht dies nicht so zu sein, wie z.B. die folgende Skizze lehrt:
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Man versucht, den dabei auftretenden Verfahrensfehler ggf. durch eine Verkleinerung des Zeitintervalls  dt  zu vermindern. Dies erkauft man jedoch i.a. damit, dass dann bei einer größeren Zahl von Rechenschritten (Iterationsschritten) bis zum Erreichen der vor​gewählten “Prognosen-Endzeit” größere Rundungsfehler auftreten können.

Folie 4

Dritter Mathematischer Exkurs:

Logistisches Wachstum

Besteht für das Wachstum einer Zustandsgröße  Z  eine feste obere Grenze  “Z_extrem” , so muss das Wachstum derart gebremst werden, dass diese Grenze nicht überschritten werden kann. 

Eine solche Entwicklung kann man mit Hilfe des zusätzlichen Korrekturfaktors 

(1 - 
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in der zum exponentiellen Wachstum gehörigen Gleichung 

(*)


Änderung_von_Z = Änderungsrate_c * Z

(vgl. “Erster Mathematischer Exkurs”) nachbilden. 

Dieser Korrekturfaktor ist bei großem Abstand zwischen dem Wert  Z  der Zustandsgröße und dem Grenzwert “Z_extrem” nahezu =1, ändert dann also fast nichts am exponentiellen Wachstum; bei sehr kleinem Abstand dieser Werte jedoch ist er nahezu =0 und lässt damit (fast) keine Änderungen der Zustandsgröße Z mehr zu. 

Aus der zum exponentiellen Wachstum gehörigen Gleichung ergibt sich durch Einführung dieses Korrekturfaktors als neue Gleichung für die Änderung in einem Zeitabschnitt: 

(**)      Änderung_von_Z = (1 - 
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Da die Lösungsfunktion  Z  für diese Gleichung eine sogenannte logistische Funktion
 ist, nennt man diesen Wachstumstyp auch “LOGISTISCHES WACHSTUM”.

Folie 5

Vierter Mathematischer Exkurs:

Ressourcengesteuertes Wachstum

Allgemein hat man es beim Ressourcengesteuerten Wachstum einer Zustands​größe Z mit der Situation zu tun, dass das zugrundeliegende Wachstumsmodell (z.B. exponentiell oder logistisch) überlagert wird durch die Abhängigkeit von den jeweils vorhandenen Mengen bestimmter Ressourcen R1, R2, ..., Rn. 

Der Übersichtlichkeit halber beschränken wir uns hier auf eine einzelne Ressource R , die zum Zeitpunkt t in der Menge R(t) vorhanden sei. 

Aus der jeweils zugrundeliegenden Wachstumsgleichung (z.B. exponentiell oder logistisch) ergibt sich dann durch Einführung eines zusätzlichen Ressourcenfaktors R als neue Gleichung für die Änderung der betrachteten Zustandsgröße Z in einem Zeitabschnitt t : 

Änderung_von_Z = Änderungsrate_c * Z * R (exponentiell) 

bzw. Änderung_von_Z = (1 - Z / Z_extrem) * Änderungsrate_c * Z * R (logistisch) 

Daraus ergibt sich die Differentialgleichung 

Z'(t) = c * Z(t) * R(t) (exponentiell) 

bzw. Z'(t) = (1 - Z(t) / Z_extrem) * c * Z(t) * R(t) (logistisch) 

(Sind mehrere Ressourcen zu berücksichtigen, so benötigt man natürlich entsprechend viele Ressourcenfaktoren bzw. Ressourcenfunktionen.) 

Eine algebraisch-analytische Lösung einer solchen Differentialgleichung hängt natürlich - sofern sie denn überhaupt existiert - entscheidend von der jeweiligen Ressourcenfunktion R ab. 

Im allgemeinen und insbesondere im Fall des Modellaquariums, bei dem die Ressourcenfunktion lediglich als Tabellenfunktion vorliegt, kann eine Lösung der obigen Differentialgleichung nur numerisch ermittelt werden (vgl. den Zweiten Mathematischen Exkurs: "Mathematische Verfahren zur Ermittlung von Prognosewerten"). 

Folie 6a

Das Modell - Aquarium
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Folie 6b

Das Modell - Aquarium

Zustandsgleichungen 

Nährsalze.neu <-- Nährsalze.alt + dt*(Algensterben+Pflanzensterben-






Pflanzenwachstum-Algenwachstum)

       Startwert Nährsalze = 300000

       Wasserpflanzen.neu <-- Wasserpflanzen.alt 





+ dt*(Pflanzenwachstum-Pflanzensterben)

       Startwert Wasserpflanzen = 1000

       Algen.neu <-- Algen.alt + dt*(Algenwachstum-Algensterben)

       Startwert Algen = 10

Zustandsänderungen 

      Pflanzenwachstum = Wasserpflanzen * Pflanzen_Öko_Potenz


* Wachstumsrate_Pflanzen *(1-Wasserpflanzen/Max_Pflanzen)

      Algenwachstum = Algen * Algen_Öko_Potenz



     * Wachstumsrate_Algen *(1-Algen/Max_Algen)   

      Algensterben = Algen*Absterberate_Algen

      Pflanzensterben = Wasserpflanzen*Absterberate_Pflanzen

Konstanten 

      Max_Algen = 10000000

      Max_Pflanzen = 10000000

      Wachstumsrate_Algen = 1

      Wachstumsrate_Pflanzen = 0,1

      Absterberate_Pflanzen = 0,01

      Absterberate_Algen = 0,1

Zwischenwerte 

Algen_Öko_Potenz = Tabelle(Nährsalze)
((0.00;0.00)(200000.00;0.00)(400000.00;1.00)(600000.00;1.00)
(800000.00;1.00)(1000000.00;1.00)(1200000.00;1.00)(1400000.00;0.95)
(1600000.00;0.50)(1800000.00;0.20)(2000000.00;0.20)) 

Pflanzen_Öko_Potenz = Tabelle(Nährsalze)
((0.00;0.00)(200000.00;1.00)(400000.00;1.00)(600000.00;0.00)
(800000.00;0.00)(1000000.00;0.00)(1200000.00;0.00)(1400000.00;0.00)
(1600000.00;0.00)(1800000.00;0.00)(2000000.00;0.00)) 

Folie 6c

Das Modell - Aquarium

Graph der Tabellenfunktion für die “ökologische Potenz

von Wasserpflanzen gegenüber Nährsalzen”:
[image: image45.wmf]
Graph der Tabellenfunktion für die “Ökologische Potenz 

von Algen gegenüber Nährsalzen”:
[image: image46.wmf]
Folie 7

Fehlerquellen im Zusammenhang mit Modellbildung und Simulation




Folie 8

Chancen von Modellbildungsprozessen und Simulationen






Folie 9

Gefahren von Modellbildungsprozessen und Simulationen

· Modelle ohne Rücksicht auf die beim Modellbildungs​prozess begangenen Fehler mit der Realität gleichsetzen.

· Simulationsergebnisse als zukünftige Realität statt als evtl. sehr fehlerhafte Rechenergebnisse ansehen.

· Eine in diesem Sinne falsche Computer-Gläubigkeit kann sachgerechte Beurteilungen und Entscheidungen eher gefährden, statt sie zu unterstützen.

Modellbildungsprozesse und Simulationsergebnisse haben keine Beweiskraft, sondern allenfalls eine gewisse Plausibi​lität, deren Stärke durch möglichst unvoreingenommene und sorgfältige Fehlerabschätzungen geprüft werden muss. Dabei sollte nach Möglichkeit auch das Ausmaß der Unsicherheit offengelegt werden !

Folie 10

Definition zentraler Begriffe:   SYSTEM
Allgemein spricht man von einem System, wenn 
gewisse Objekte samt ihrer Wechselwirkungen durch eine plausible Abgrenzung von ihrer Umgebung (d.h. der komplexen Realität) zu einer Gesamtheit zusammengefasst werden können.
Ein (reales) System kann sein

offen:

es bestehen Wechselwirkungen mit der Umgebung
z.B.  Aquarium mit Verdunstung, Energiezufuhr, ...
(weitgehend) abgeschlossen:

es bestehen (so gut wie) keine Wechselwirkungen mit der Umgebung

z.B. Aquarium als Gefäß mit seinem Inhalt

dynamisch:
Systemgrößen verändern sich 
im Laufe der Zeit
z.B. Bevölkerung eines Raumes
statisch:
Systemgrößen sind unveränderlich
z.B. Bauwerk (hoffentlich)

kontinuierlich:
Systemgrößen ändern sich kontinuierlich, d.h. in beliebig kleinen Zeitabschnitten
z.B. Temperatur einer Tasse Kaffee
diskret:
Systemgrößen ändern sich sprunghaft nach bestimmten endlichen Zeitabschnitten
z.B. Kapital bei jährlicher Verzinsung

determiniert:
unter identischen Bedingungen sind identische Folgezustände reproduzierbar
z.B. Kapitalentwicklung bei identi​scher Anlagedauer u. Verzinsung
stochastisch:
auch bei identischen Bedingungen sind Folgezustände nur durch Wahrscheinlichkeits​aussagen beschreibbar
z.B. Gesundheit eines Menschen

stabil:
bei “normalen” Änderungen 
von Systemgrößen “kippt” das System nicht

z.B. Herz
instabil:
schon bei “sehr kleinen” Änderungen von Systemgrößen “kippt” das System

z.B. Seiltänzer 

Folie 11

Definition zentraler Begriffe:   MODELL
Unter einem (abstrakten) Modell versteht man - (im Gegensatz zu gegenständlichen Modellen wie z.B. einem Modellflugzeug) - ein abstraktes Abbild eines Systems. 

Oft ist ein System zu komplex, um es gedanklich vollständig zu erfassen und zu untersuchen. Dann tritt beim Modellbildungsprozess zu der Abstraktion noch eine Reduktion auf die (vermeintlich) wesentlichen (manchmal auch auf die am besten fassbaren) Parameter und Wechselwirkungen des Systems hinzu.

Man unterscheidet

einerseits

· qualitative Modelle, bei denen die Systemgrößen und ihre Wechselwirkungen nur qualitativ (verbal) beschrieben sind.

· quantitative Modelle, bei denen die Systemgrößen und ihre Wechselwirkungen quantitativ, d.h. durch eindeutige mathe​matische Größen und Beziehungen beschrieben sind.

und andererseits
· Beschreibungsmodelle,  um Abläufe innerhalb eines Systems zu 





veranschaulichen.
(z.B. graphische Darstellung von Touristenströmen in ein Urlaubsland)
· Erklärungsmodelle,        um Abläufe innerhalb eines Systems 





fassbar und begründbar zu machen.
(z.B. physikalische Gesetze wie das Gravitationsgesetz)
· Entscheidungsmodelle,  um mögliche zukünftige 





Systementwicklungen vorherzusagen.
(z.B. Investitionsplanung eines Unternehmens)
Letztere definiert H. Hertz wie folgt:

“Wir machen uns innere Scheinbilder oder Symbole der äußeren Gegenstände, und zwar machen wir sie von solcher Art, dass die denknotwendigen Folgen der Bilder stets wieder die Bilder seien von den naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegenstände.”
Folie 12

Definition zentraler Begriffe:   SIMULATION
Unter einer Simulation versteht man den Prozess der Bildung einer Prognose mit Hilfe des Experimentierens innerhalb der Modellebene, also die Durchführung von “Versuchen” bzw. “(Hoch-)Rechnungen” in einem abstrakten Modell eines Systems.

Ziel einer Simulation ist also die Analyse des (zukünftigen) Systemverhaltens.

Werden für die dazu notwendigen Rechnungen Computer eingesetzt, so spricht man von einer Computersimulation. 

Dazu muss das Modell in mathematisch-logischer Form, d.h. quantitativ vorliegen und in ein Computerprogramm übersetzt sein.

Will man das (zukünftige) Verhalten eines Systems mit Hilfe einer Computersimulation untersuchen, so muss man sich mit vier Fehlerquellen auseinandersetzen:

· Vereinfachungsfehler bei der Bildung eines quantitativen Modells.

· Verfahrensfehler bei der Auswahl und Anwendung eines (i.d.R. zwangsweise ungenauen) Rechenverfahrens.

· Rechenfehler, da Computer nur mit endlich vielen Stellen rechnen können und evtl. Rundungsfehler sich gegenseitig auch noch verstärken können.

· Interpretationsfehler beim Schließen vom errechneten zukünftigen Modellzustand auf den realen zukünftigen Systemzustand, denn hier handelt es sich i.d.R. nur um eine “spekulative Vorhersage”.

Diese vier Fehler können sich gegenseitig verstärken, aber auch verringern - dummerweise weiß man das nicht genau !!!

Arbeitsblatt 1

Aufgabe 1:

Welche Systemgrößen und welche Wechselwirkungen zwischen ihnen charakterisieren das (weitgehend abgeschlossene) Ökosystem eines Aquariums? Stelle die Ergebnisse Deiner Überlegungen in Form eines “Wirkungsgefüges” graphisch dar!

Aufgabe 2:

Versuche, das in der Aufgabe 1 erstellte qualitative Modell soweit wie möglich zu vereinfachen. Auf welche Systemgrößen und auf welche Wechselwirkungen zwischen ihnen könnte man Deiner Meinung nach vielleicht verzichten, wenn es darum geht, Ursachen der unerwünschten Veralgung und Möglichkeiten ihrer Verhinderung zu untersuchen?

Arbeitsblatt 2

Aufgabe 3:

Stelle Dir - völlig unrealistisch - einen unbegrenzt großen mit Wasser gefüllten Behälter als “Baukasten” für das Aquarium vor. In dem Wasser sollen für die nun einzusetzenden Wasserpflanzen immer optimale Bedingungen herrschen, so dass das Pflanzenwachstum immer konstant 10% der bereits vorhandenen Pflanzenmenge betragen soll. Erstelle mit Hilfe des Programms DYNASYS ein entsprechendes quantitatives Modell! Benutze dazu bei Bedarf die (mit diesem Arbeitsblatt erhaltene) “Kurzinformation zum Aufbau und zur Erstellung von DYNASYS-Modellen”! Speichere das Modell unter dem Namen “pflanz1.dyn”!

Aufgabe 4:

Lasse Dir vom Programm DYNASYS ein “Zeitdiagramm” für die zukünftige Entwicklung der Wasserpflanzen zeigen!

Dazu musst Du zunächst unter der Option “Numerik” das gewünschte Rechenverfahren sachgerecht einstellen. DYNASYS stellt zwei Rechenverfahren zur Verfügung: das (einfache) Euler-Cauchy-Verfahren für diskrete und das Runge-Kutta-Verfahren (4. Ordnung) für kontinuierliche Systeme (vgl.: “Zweiter Mathematischen Exkurs”).

Da Pflanzen nicht sprunghaft (=diskret), sondern stetig wachsen, handelt es sich hier um ein kontinuierliches System, so dass das Rechenverfahren “Runge-Kutta” eingestellt werden muss. Um dabei die Rechenfehler möglichst klein zu halten, sollten die betrachteten Zeitintervalle hinreichend klein sein; empfehlenswert ist hier die Einstellung  dt=0,1 .

Arbeitsblatt 3

Aufgabe 5:

Warum wäre für ein echtes Aquarium ein unbegrenztes exponentielles Wachstum der Wasserpflanzenmenge unrealistisch?

Gibt es Faktoren, die das Wachstum der Wasserpflanzen auch dann begrenzen würden, wenn bezüglich ihrer Nährstoffversorgung stets optimale Bedingungen herrschen würden?

Wie könnte man eine solche Begrenzung des exponentiellen Wachstums mathematisch realisieren?

Aufgabe 6:

Verbessere - notfalls mit Hilfe Deiner Lehrerin bzw. Deines Lehrers - das Modell in diesem Sinne, speichere es unter dem Namen “pflanz2.dyn”, und lasse Dir dann vom Programm DYNASYS die aufgrund des neuen Modells zu erwartende Entwicklung der Wasserpflanzenmenge zeigen!

Arbeitsblatt 4

Aufgabe 7:

Pflanzen wachsen nicht nur, sondern es sterben ständig auch Pflanzen(teile) ab. 

Erweitere das Modell in diesem Sinne, speichere es unter dem Namen “pflanz3.dyn”, und lasse Dir vom Programm DYNASYS wieder ein Zeitdiagramm zur zukünftigen Entwicklung der Wasserpflanzenmenge zeigen!

Aufgabe 8:

Wasserpflanzen ernähren sich von im Wasser gelösten Nährsalzen. Andererseits werden die in abgestorbenen Pflanzenresten gebundenen Nährsalze wieder frei und stehen erneut zur Ernährung von Wasserpflanzen zur Verfügung.

Erweitere das Wasserpflanzen-Modell in diesem Sinne und speichere es unter dem Namen “pflanz4.dyn”! Interpretiere dabei die Mengenangaben für Wasserpflanzen und Nährsalze als Werte mit der gemeinsamen Einheit “Nährsalzgehalt”.

Aufgabe 9:

Untersuche mit Hilfe geeigneter Simulationen, wie sich die Modell-Erweiterungen auf das Wachstum der Wasserpflanzen auswirken, und versuche, das mit dem Modell aus Aufgabe 8 erzielte unsinnige Simulationsergebnis zu erklären!

Arbeitsblatt 5

Aufgabe 10:

Informiere Dich über die ökologische Potenz von Wasserpflanzen gegenüber im Wasser gelösten Nährsalzen und baue diese mittels einer Tabellenfunktion in das Wasserpflanzen-Modell ein. Speichere das neue Modell unter dem Namen “pflanz5.dyn”! Welches Simulationsergebnis erhältst Du jetzt?

Aufgabe 11: 

Entwickle - analog zu dem Wasserpflanzenmodell - ein "Modell des Ressourcengesteuerten Logistischen Wachstums" für Algen und experimentiere damit! 

Aufgabe 12:

In dem Modellaquarium soll es als Biomasse neben den Wasserpflanzen auch Algen geben.

Daher müssen nun die beiden Teilmodelle (Wasserpflanzenmodell und Algenmodell) zu einem neuen Modell zusammengefügt werden. 

Dabei können die Mengenangaben für Wasserpflanzen, Algen und Nährsalze als Werte mit der gemeinsamen Einheit "Algeneinheiten der Gattung Chlorella" aufgefasst werden. 

Aus diesen Überlegungen könnte sich das unten (bzw. in der Datei "algpfla.dyn") angegebene Modell ergeben.

a) Experimentiere mit diesem Modell im Hinblick auf die Frage, ob und gegebenenfalls bei welcher Nährsalzmenge Algen und Wasserpflanzen langfristig in dem Modellaquarium koexistieren können, oder ob stets eine Art die andere "niederkonkurriert"! Variiere dazu nur die jeweils vorhandene Nährsalzmenge und lasse die übrigen Parameter unverändert. (Man nennt das eine "ceteris-paribus-Analyse".) Bestimme gegebenenfalls das Niveau des "Fließgleichgewichts"! 

b) Untersuche mit Hilfe weiterer Simulationen die Frage, was sich an dem bisher erzielten Ergebnis ändert, wenn man die Startwerte für Nährsalze, Wasserpflanzen und Algen und/oder die Grenzwerte "Max_Pflanzen" und "Max_Algen" ändert und/oder an den beiden Tabellenfunktionen zu den "ökologischen Potenzen gegenüber Nährsalzen" quantitative (jedoch keine qualitativen) Änderungen vornimmt. 
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Arbeitsblatt 6

Aufgabe 13:

Um das Modellaquarium wirklich zu einem virtuellen Aquarium zu machen, müssen jetzt natürlich noch Fische eingesetzt werden. Diese müssen regelmäßig mit einer gewissen Futtermenge (z.B. = 5000 je Fisch) versorgt werden und scheiden dann eine entsprechende Menge Kot (z.B. = Futter_je_Fisch*Fischzahl) aus, der die im Wasser gelöste Nährsalzmenge vergrößert. Erweitere das Modell in diesem Sinne und speichere es unter dem Namen “aquarium.dyn”!

Aufgabe 14:

Lade die Datei “aquarium.dyn” und untersuche mit diesem Modell-Aquarium und mit Hilfe entsprechender Simulationen z.B. folgende Fragen:

· Wieviele Wasserpflanzen und wieviele Fische sollte man in das Modell-Aquarium einsetzen?

· Wie wirkt sich eine Erhöhung der Futtermenge aus?

· Kann man durch eine “optimale” Kombination aus Pflanzenzahl, Fischzahl und Futtermenge eine “Veralgung” vermeiden, also in dem Aquarium ein “ökologisches Gleichgewicht” herstellen?

· Was ändert sich an den bisher erzielten Ergebnissen, wenn man die Startwerte für Nährsalze, Wasserpflanzen und Algen und/oder die Grenzwerte “Max_Pflanzen” und “Max_Algen” ändert und/oder an den beiden Tabellenfunktionen zu den “ökologischen Potenzen gegenüber Nährsalzen” quantitative (jedoch keine qualitativen) Änderungen vornimmt

Arbeitsblatt 7

Aufgabe 15:

Es bleibt schließlich die Frage, warum man in einem realen Aquarium auch dann immer noch Algen findet, wenn der Pflanzenwuchs dauerhaft stark ausgeprägt ist.

Hier ist Modellkritik gefragt! 

Aufgabe 16:

Welche Fehlerquellen bergen Modellbildungsprozesse und (Computer-)Simulationen wie die im Verlauf dieser Unterrichtseinheit durchgeführten?

Welche Chancen und Gefahren sind mit ihnen verbunden?

Vereinfachungs-fehler





Reale Entwicklung





Komplexe Realität der Zukunft





Komplexe Realität der Gegenwart





Vereinfachungs-fehler





Interpretations-fehler





Interpretations-fehler





Gegenwärtiges System





Zukünftiges System





Quantitatives Modell des gegenwärtigen Systems





Quantitatives Modell des zukünftigen Systems





Modell - Entwicklung





System - Entwicklung





Rechenfehler





Verfahrens-fehler





Rechenverfahren


a)  EULER-CAUCHY   für diskrete Systeme


b)  RUNGE-KUTTA  für kontinuierliche Systeme
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Quantitatives Modell des gegenwärtigen Systems
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System - Entwicklung





Rechenfehler
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Rechenverfahren


a)  EULER-CAUCHY   für diskrete Systeme


b)  RUNGE-KUTTA  für kontinuierliche Systeme
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Entscheidungs-modelle





Erklärungs-modelle





Beschreibungs-modelle





potentielle zukünftige System-entwicklungen vorhersagen





Abläufe 


innerhalb eines Systems verständlich und begründbar machen





Abläufe 


innerhalb eines Systems veranschaulichen





Grundlagen für heute notwendige Entscheidungen erhalten








� Eine solche mathematische Ausdrucks- und Schreibweise ist natürlich für Schülerinnen und Schüler einer 8.Klasse noch nicht verständlich und sollte deswegen auch im Unterricht unterbleiben.


� Mathematisch ausgedrückt: 


  Die Prognose-Funktion  P  ist die Tangentenfunktion zur (differenzierbaren) Funktion  Z  im Zeitpunkt  t.


� Eine solche mathematische Ausdrucks- und Schreibweise ist natürlich für Schülerinnen und Schüler einer 8.Klasse noch nicht verständlich und sollte deswegen auch im Unterricht unterbleiben.


� DYNASYS und ebenso alle anderen Modellbildungs- und Simulations-Programme lösen bei der Modellbildung entstehende Differentialgleichungen wie die Gleichung (**) allerdings nicht algebraisch-analytisch, sondern durchweg numerisch (vgl. den obigen “Zweiten Mathematischen Exkurs”), denn für die meisten Differentialgleichungen gibt es keine “geschlossenen” Lösungen.





�    vgl.: Portscheller, Philipp: Populationsdynamik, Aspekte der Modellierung und Simulation dynamischer Systeme für den Biologieunterricht, unveröffentlichtes Manuskript, Bielefeld, Mai 1994


�  Mathematisch ausgedrückt handelt es sich bei der Gleichung (*) um die Differentialgleichung  Z’(t) = c * Z(t)  ,  die durch eine Exponentialfunktion   Z(t) = Zo * e c*t   gelöst wird , wobei  Zo  den Startwert (Anfangswert) der Zustandsgröße Z bezeichnet.


DYNASYS und ebenso alle anderen Modellbildungs- und Simulations-Programme lösen bei der Modellbildung entstehende Differentialgleichungen wie die Gleichung (*) allerdings nicht algebraisch-analytisch, sondern durchweg numerisch (vgl. den folgenden “Zweiten Mathematischen Exkurs”), denn für die meisten Differentialgleichungen gibt es keine “geschlossenen” Lösungen.


� Mathematisch ausgedrückt ist der Korrekturfaktor eine streng �monoton fallende Funktion mit Maximum 1 und Grenzwert 0, und �die entstehende Gleichung (**) ist die Differentialgleichung�Z’(t) = (1 - �EINBETTEN Equation.3���) * c * Z(t)  , die durch eine Logistische Funktion  �EINBETTEN Equation.3���  gelöst wird, wobei  Zo  den Startwert (Anfangswert) der Zustandsgröße Z bezeichnet.


Wie oben (Folie 2) bereits erwähnt und begründet, löst DYNASYS das Problem allerdings nicht algebraisch-analytisch, sondern numerisch.





_998239933.unknown

_998239938

_998239956

_998239959.unknown

_998239964.unknown

_998239962.unknown

_998239958.unknown

_998239953

_998239954

_998239952.unknown

_998239936

_998239937

_998239934.unknown

_998239929

_998239931.unknown

_998239932.unknown

_998239930

_998239925.unknown

_998239926

_998239924

